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1. Dokazati da je broj 22008 · 22010 + 52012 slo�en.

Rjexeǌe:

22008 · 22010 + 52012

= (22009)2 + 2 · 22009 · 51006 + (51006)2 − 2 · 22009 · 51006

= (22009 + 51006)2 − (21005 · 5503)2

= (22009 + 51006 + 21005 · 5503)(22009 + 51006 − 21005 · 5503).

Jasno je da je 22009 + 51006 + 21005 · 5503 > 1. Lako se poka�e da je

22009 + 51006 − 21005 · 5503 ≡ 2(mod5).

2. Posmatrajmo sve polinome tre�eg stepena P (x) sa koeficijentima iz skupa N0

koji zadovoǉavaju uslov P (1) = 20. Me�u ǌima odrediti polinom za kojeg se
dosti�e:
a) minimalna vrijednost izraza P (4),
b) maksimalna vrijednost izraza P (3)/P (2).

Rjexeǌe:

Oznaqimo taj polinom P (x) = ax3 + bx2 + cx + d, a 6= 0. Iz P (1) = 20 dobi-
jamo relaciju a + b + c + d = 20.
Sada, P (4) = 64a + 16b + 4c + d = (a + b + c + d) + 63a + 15b + 3c = 20 + 63a + 15b + 3c.
Kako je a barem 1, jasno je da se minimum dosti�e kad je a = 1, b = 0, c = 0, d = 19
i ta minimalna vrijednost je P (4) = 83 i dosti�e se za polinom P (x) = x3 + 19.

Na sliqan naqin dobijamo P (3) = 27a + 9b + 3c + d te P (2) = 8a + 4b + 2c + d.
Stavimo da je 27a+9b+3c+d

8a+4b+2c+d ≤ L odakle transformacijom dobijamo

(27− 8L)a + (9− 4L)b + (3− 2L)c + (1− L)d ≤ 0(∗).

Iz nenegativnosti koeficijenata a, b, c, d jasno je da �e za L ≥ 27/8, L ≥ 9/4, L ≥
3/2, L ≥ 1, odnosno L ≥ 27/8 uvijek biti ispuǌen uslov(∗).
Poka�imo da je L = 27/8 maksimalna vrijednost tra�enog izraza. Posmatrajmo
polinom P (x) = 20x3. Za ǌega je vrijednost P (3)/P (2) = 27/8.



3. Taqke M i N su date na stranicama AD i BC romba ABCD redom. Prava MC
sijeqe du� BD u T , prava MN du� BD u U , prava CU sijeqe stranicu AB u
Q, a prava QT sijeqe stranicu CD u P . Dokazati da trouglovi QCP i MCN
imaju jednake povrxine.

Rjexeǌe:

Udaǉenosti taqke M od prave BC i taqke Q od prave DC su jednake, jer je
ABCD romb. Stoga je dovoǉno pokazati da je CP = CN , odnosno DP = BN .

Koriste�i Talesovu teoremu imamo da vrijedi BU
UD = QU

UC = NU
UM , što daje

NQ ‖MC i analogno MP ‖ CQ.

Sada su trouglovi MDP i BQC slični (tri jednaka ugla), pa vrijedi

DP

BQ
=

MD

BC
=

DT

BT

Na sliqan naqin se dobija da je i BN
MD = BQ

DC , a otuda slijedi DP
MD = BN

MD odnosno
DP = BN , što daje tra�enu tvrdǌu.

4. Na kru�nici su u smjeru kretaǌa kazaǉke na satu napisani svi prirodni bro-
jevi od 1 do 2010. Precrtajmo najprije broj 1, zatim broj 10, pa 19, i tako
redom svaki deveti broj u istom smijeru. Koji �e broj prvi biti precrtan dva
puta? Koliko je brojeva u tom trenutku jox neprecrtano?

Rjexeǌe:

Kako je 2010 = 9 · 223 + 3 to �e u prvom obilasku biti precrtani brojevi
1 = 0 · 9 + 1, 10 = 1 · 9 + 1, ..., 2008 = 223 · 9 + 1.
U sǉede�em obila�eǌu �e biti precrtani brojevi
7 = 0 · 9 + 7, 16 = 1 · 9 + 7, ..., 2005 = 222 · 9 + 7.
U tre�em obila�eǌu �e biti precrtani
4 = 0 · 9 + 4, 13 = 1 · 9 + 4, ..., 2002 = 222 · 9 + 4.
U qetvrtom obila�eǌu �emo prvo morati precrtati broj 1 i to �e biti prvi
ponovo precrtani broj.
Ukupno smo precrtali 224 + 223 + 223 = 670 brojeva. Prema tome, neprecrtanih
brojeva je ostalo 2010− 670 = 1340.


